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摘 要： 把正交ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域经四叉树分割的每一子块系数建模为广义高斯分布，基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ框架，推导出了
自适应逐子块局部阈值的计算公式，找出了其参数分布的最佳范围，提出了图像 ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域的逐子块阈值去噪算法．
由于充分利用了图像的局部统计信息，所提算法对自然图像去噪的视觉效果和评价指标都好于 ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ和其它基
于阈值的去噪算法．
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１ 引言

图像去噪的目标就是在有效去除噪声的前提下最

大限度地保留图像的边缘和细节．由于小波［１］和多尺度
几何分析（ＭｕｌｔｉｓｃａｌｅＧｅｏｍｅｔｒｙＡｎａｌｙｓｉｓ，ＭＧＡ）［２］工具具有
多尺度和时频局部化特性，所以对图像去噪非常有

效［３］．最近，ｂａｎｄｅｌｅｔ［４］变换因其具有自适应性和其可选
方向数超过其它 ＭＧＡ工具而在图像去噪［５，６］中表现出
潜力．

自从 Ｄｏｎｏｈｏ提出了软阈值［７］，基于阈值去噪的思
想得到了广泛应用．由于全局阈值没有利用图像的局部
信息，Ｃｈａｎｇ等人在 Ｂａｙｅｓｉａｎ框架下假定无噪小波系数
服从广义高斯分布（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＧａｕｓｓｉａｎＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，
ＧＧＤ）模型提出了 ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ［８］．由于它利用了子带系

数的统计信息，其去噪性能有很大提高，但其对图像局

部信息的利用不是很充分．由于正交ｂａｎｄｅｌｅｔｓ子带被四
叉树分割成许多子块，每个子块最多包含一条边缘，本

文首先通过实验说明每个无噪 ｂａｎｄｅｌｅｔｓ子块的系数服
从ＧＧＤ，然后在 Ｂａｙｅｓｉａｎ框架下推导出了逐子块的局部
阈值．由于它更充分地利用了图像的局部信息，所以用
Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域的逐子块阈值去噪，取得了优于 ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ
的效果．

２ Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换的主要优势就是它具有自适应性和较
多的可选方向，且其可选方向数随子块的大小而变化．
比如，一个８×８子块有７３个可选方向，一个１６×１６子
块则有 ２８９个可选方向．它先对图像进行 ２－Ｄ小波
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变换，其次用四叉树对变换的高频子带进行剖分，使每

一个子块最多包含一条边缘，最后对每个子块中的系

数进行包括投影、重排和１－Ｄ小波变换在内的ｂａｎｄｅｌｅｔ
化，通过最小化 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ而确定该子块的最优方
向［９］．Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ用于去噪的Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ函数为

Ｌ＝ ｆ－ｆ

 

Ｍ
２＋ＭＴ２ （１）

其中ｆ为子块中的１－Ｄ小波系数，ｆＭ是 ｆ的逼近，Ｔ是
阈值，Ｍ是ｆ中大于Ｔ的系数个数．

Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换是一个２－Ｄ的正交小波变换加一个
Ｂａｎｄｅｌｅｔ化．首先，对图像进行 ２－Ｄ正交小波变换；其
次，使用已计算出的四叉树和最优方向对变换结果进

行边缘检测：如果一个子块没有边缘，则其２－Ｄ小波
系数为该子块中的 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数；如果一个子块有一
条边缘，则对其进行包括投影、重排和１－Ｄ小波变换
在内的 Ｂａｎｄｅｌｅｔ化，其 １－Ｄ小波系数为该子块中的
Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数，所以，Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数在本质上还是小波
系数，是１－Ｄ和２－Ｄ小波系数的混合［１０］．

３ 逐子块阈值

３１ 阈值函数的选择

阈值函数有硬阈值和软阈值两种，硬阈值函数为：

ｆ^＝
ｆ， ｜ｆ｜≥Ｔ
０， ｜ｆ｜＜{ Ｔ

（２）

软阈值函数为：

ｆ^＝
ｓｉｇｎ（ｆ）（｜ｆ｜－Ｔ），｜ｆ｜≥Ｔ
０， ｜ｆ｜＜{ Ｔ

（３）

软阈值去噪的结果相对比较平滑，但它会丢失图

像的一些细节；硬阈值去噪能较好地保持图像的细节，

但它容易产生边缘效应．由于 Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换对图像的边
缘有最优的逼近，逐子块阈值自适应于子块中的系数，

使用Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域的逐子块阈值可以确保硬阈值不会产
生边缘效应，所以，本文选用硬阈值函数去噪．逐子块
的硬阈值去噪函数为：

ＭＢＴ＝ｓｉｇｎ（ＭＢ）×［（ＭＢ）×（｜ＭＢ｜＞Ｔ）］ （４）
其中 ＭＢ是 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数，ｓｉｇｎ为符号函数，｜｜为取
绝对值，Ｔ为阈值，ＭＢＴ为阈值化结果．
３２ Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ子块的系数分布

ＧＧＤ的概率密度函数（ｐｄｆ）能逼近高频子带小波系
数的边缘密度：

Ｐ（ｘ；α，β）＝ β
２αΓ（１／β）

·ｅｘｐ（－｜ｘ／α｜β） （５）

其中β为形状参数，α为尺度参数，Γ（）为 Ｇａｍｍａ函
数，其形式如下：

Γ（ｘ）＝∫
∞

０
ｔｘ－１ｅ－ｔｄｔ （６）

ＧＧＤ包含了两种典型的分布：当β＝１时为 Ｌａｐｌａｃｉａｎ分
布，当β＝２时为高斯分布．Ｃｈａｎｇ在文献［８］中证明：平
滑区域占主导的自然图像，当其小波系数符合 ＧＧＤ时，
其β在［０．５，１］，ＭｉｎｈＮ．Ｄｏ在文献［１１］证明了纹理图像
小波系数的β值分布在［０．３，２．９］．本文实验证明，三幅
自然图像 Ｂａｒｂａｒａ，Ｌｅｎａ和 Ｐｅｐｐｅｒｓ所有 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数子
块的β分布在［０．３，３］，如图 １（ａ）所示，这说明自然图
像Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ子块系数服从ＧＧＤ．图２是使用 ＧＧＤ的 ｐｄｆ
和极大似然估计器去逼近Ｐｅｐｐｅｒｓ的Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数子块
的部分结果，其较好的拟合结果再次证明了 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ
子块系数是服从ＧＧＤ的．
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３３ 逐子块阈值的推导

由于Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数本质上也是小波系数，所以逐
子块阈值的推导类似于文献［８］．假定一个子块的无噪
Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数 Ｘ被建模为ＧＧＤ随机变量，噪声 Ｎ被建
模为高斯模型，则含噪Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数 Ｙ可以建模为

Ｙ＝Ｘ＋Ｎ （７）
Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ噪声标准差σｂ通过下式估计

σｂ＝
Ｍｅｄｉａｎ（｜Ｙｉｊ｜）
０．６７４５ Ｙｉｊ∈ＨＨ１ （８）

由于 Ｘ和Ｎ彼此独立，则有

σ
２
Ｙ＝σ２Ｘ＋σ２ｂ （９）

由于 Ｙ的均值是零，其方差σ２Ｙ用下式计算：

σ
２
Ｙ＝
１
ｎ２∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１
Ｙ２ｉｊ （１０）

其中 ｎ为子块的宽度．按照式（９），σ２Ｘ可以用下式
计算

σＸ
２＝ｍａｘ（σＹ２－σｂ２，０） （１１）

所以，在Ｂａｙｅｓｉａｎ框架下的逐子块阈值可用下式计算

Ｔ＝σｂ
２

σＸ
（１２）

式（１２）是在每个子块的Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数服从 ＧＧＤ并
在Ｂａｙｅｓｉａｎ框架下导出的，它适合于使用软阈值函数去
噪，为了保持更多的图像细节，本文选用硬阈值去噪，

所以给式（１２）乘一个常数 ｒ，采用如下的逐子块阈值：

Ｔ＝ｒσｂ
２

σＸ
（１３）

其中 ｒ是常数，σｂ２是噪声方差，σＸ是子块中无噪系数
标准差，Ｔ值由每一子块中的 Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ系数确定，所
以，它是自适应的．

从式（１３）可以看出，参数 ｒ对逐子块阈值非常重
要．对一个给定的子块，最优阈值 Ｔｂｅｓｔ是由最优的ｒｂｅｓｔ决
定的．大量实验证明，对不同的图像，或对同一图像在
不同的噪声级，其 ｒｂｅｓｔ都是不同的，但对一幅含噪图像，
只存在一个 ｒｂｅｓｔ，如图１（ｂ）是 Ｐｅｐｐｅｒｓ在σ＝３０时 ＰＳＮＲ
随ｒ变化的曲线，且这个规律对其它自然图像都适用．
但是，ｒｂｅｓｔ一般在什么范围？对此，本文对２０幅自然图
像，分别加入标准差为１０、２０、３０、４０、５０的高斯白噪声后
对它们进行去噪，然后求不同σ和不同 ｒ时２０幅图像的
平均ＰＳＮＲ，图１（ｃ）表明当 ｒ在［１…７］中取值时，去噪的
效果比较好．图１（ｄ）是２０幅图像在５个噪声级下 ｒｂｅｓｔ的
直方图，它进一步表明更多的 ｒｂｅｓｔ在３－５之间取值．

４ 去噪算法

Ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域逐子块阈值的图像去噪算法可描述如
下：

Ｓｔｅｐ１ 输入含噪图像 Ｍ，设置四叉树子块最小为

８×８，最大为１６×１６，分解 Ｍ到第４层；
Ｓｔｅｐ２ 对 Ｍ进行２－Ｄ正交小波变换，结果记为

ＭＷ，用 ＭＷ的高频子带ＨＨ１Ｗ和式（８）计算σＷ，用 Ｔ＝
３σＷ作为初始变换阈值对Ｍ进行 Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换，用其高
频子带 ＨＨ１Ｂ和（８）式计算σｂ；

Ｓｔｅｐ３ 从［１．．７］中取若干个值作为 ｒｉ（ｉ＝１．．．ｎ，
ｎ∈Ｎ），对每一个 ｒｉ：
（１）用四叉树自适应地把 ＭＷ分割为ｍ个子块，结

果记为 ＱＴｉ，对每一个子块 ｊ（ｊ＝１…ｍ）：用（１１）式计算
出子块的σＸｊ，用阈值 ｒｉσ２ｂ／σＸｊ和每一个可选方向去实现
Ｂａｎｄｅｌｅｔ化，把使式（１）最小的方向作为子块 ｊ的最优方
向Ｔｈｅｔａｉｊ，当所有子块的方向都计算结束后，把所有的
阈值 ｒｉσ２ｂ／σＸｊ组合为 Ｔｉ＝｛ｒｉσ２ｂ／σＸ１，ｒｉσ２ｂ／σＸ２，…，ｒｉσ２ｂ／
σＸｍ｝，把所有的方向 Ｔｈｅｔａｉｊ组合为 Ｔｈｅｔａｉ＝｛Ｔｈｅｔａｉ１，
Ｔｈｅｔａｉ２，…，Ｔｈｅｔａｉｍ｝；
（２）使用 ＱＴｉ和Ｔｈｅｔａｉ对Ｍ实现ｂａｎｄｅｌｅｔ变换，结果

记为 ＭＢｉ；
（３）使用式（４）和 Ｔｉ对ＭＢｉ实现硬阈值操作；
（４）实现逆 Ｂａｎｄｅｌｅｔ变换，重构图像 Ｍ′ｉ；
Ｓｔｅｐ４ 根据视觉效果和 ＰＳＮＲ从上述 ｉ个结果中

找出最佳重构结果；

Ｓｔｅｐ５ 输出最佳重构图像．

５ 实验结果及分析

为了验证所提算法的有效性，本文使用５１２×５１２的
Ｂａｒｂａｒａ、Ｌｅｎａ，２５６×２５６的 Ｐｅｐｐｅｒｓ进行实验，给它们分别
加入标准差为１０、２０、３０、４０和５０的高斯白噪声，并将去
噪效果与正交小波域的全局硬阈值（ＷＨＴ），正交 ｂａｎ
ｄｅｌｅｔｓ域的全局硬阈值（ＢＨＴ）和ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ进行比较．去
噪性能用视觉效果和ＰＳＮＲ来衡量，ＰＳＮＲ定义如下：

ＰＳＮＲ＝１０ｌｏｇ１０
ｍａｘ（Ｘ，Ｙ）２

ｍｅａｎ（｜Ｘ－Ｙ｜２）
（１４）
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其中 Ｘ为原始的无噪图像，Ｙ为重构图像，理论
上，ＰＳＮＲ越大，去噪效果就越好．

ＷＨＴ算法使用’ｄｂ３’小波对图像正交分解３层，使
用 Ｔ＝３σ作为全局阈值．ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ使用式（１２）计算逐
子带的软阈值．ＢＨＴ把图像分解到第４层，使用 Ｔ＝３σ
作为全局阈值．本文使用第４节所述算法进行去噪，实
验结果如图３～５和表１所示．

图３～５显示本文算法对自然图像去噪的视觉效果
好于其它三种算法．ＷＨＴ去噪好，但纹理模糊，有明显
的边缘效应；ＢＨＴ纹理保持好，但去噪不彻底，有轻微

的边缘效应；ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ边缘保持好，但去噪不彻底，残
留的噪声比较多．相比之下，本文算法去除噪声干净，
纹理保持完整，没有边缘效应．边缘和纹理保持好是由
于使用了对图像边缘有最优逼近的 ａｎｄｅｌｅｔ变换：ｂａｎ
ｄｅｌｅｔ变换是基于边缘的图像表示方法，有丰富的可选
方向，可以精确地逼近图像的边缘；去噪效果好是由于

使用了逐子块的局部阈值：本文算法把 Ｂａｎｄｅｌｅｔ高频子
带的每个子块建模为 ＧＧＤ，基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ框架，对每个
子块计算一个阈值，它充分利用了图像的局部统计信

息，所以去噪效果好．

表１ 去噪性能参数ＰＳＮＲ的比较

图像 σ 含噪图 ＷＨＴ ＢＨＴ ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ
本文算法

ｒ范围 ＰＳＮＲｍａｘ ＰＳＮＲｍｉｎ 平均ＰＳＮＲ

Ｂａｒｂａｒａ
（５１２×５１２）

１０ ２８．３５８６ ２７．６５７ ２８．７７ ３０．９１１ ３－３．７ ３１．５７４８ ３１．５０３ ３１．５４６４±０．０４３４
２０ ２３．２１１３ ２５．１３ ２５．９８３ ２７．１１４ ５．９－６．５ ２８．１０４９ ２７．７５８５ ２７．９３４８±０．１７６３
３０ ２０．６５７６ ２３．８８８ ２５．４９５ ２５．３０７ ２．８－４．４ ２６．３０６２ ２５．７８７４ ２６．０５±０．２６２６
４０ １９．０９１２ ２３．６６５ ２３．５０２ ２４．０９９ ２．３－４．４ ２５．９７０２ ２５．１１２６） ２５．４９１７±０．４７８５
５０ １８．２０２７ ２３．２２４ ２３．０９２ ２３．２７４ ２－４．１ ２５．６４１４ ２４．３３７９ ２４．９７７３±０．６６４１

Ｌｅｎａ
（５１２×５１２）

１０ ２８．２２６８ ３０．５７８ ３０．９０４ ３３．０８３ ３．６－５．５ ３３．００８４ ３２．７２４４ ３２．８５８６±０．１４９７
２０ ２３．６５５８ ２８．１９３ ２８．６２７ ２９．７５５ ２．６－５ ３０．２０２１ ２９．８２３１ ３０．０２００±０．１９６８
３０ ２１．４７１９ ２７．２ ２６．５３３ ２８．０１２ ２．５－５．１ ２８．６３８８ ２７．９５１３ ２８．２８９７±０．３４９１
４０ ２０．１３２２ ２６．００３ ２５．８１４ ２７．０５４ ３－５ ２７．９３６７ ２７．５６０３ ２７．７６６５±０．２０５２
５０ １９．２１６４ ２５．１８３ ２４．７４９ ２６．３０７ ２．９－４．７ ２７．５１１９ ２７．００５６ ２７．３６０８±０．３５５２

Ｐｅｐｐｅｒｓ
（２５６×２５６）

１０ ２８．５２１６ ３０．７４２ ３０．２７９ ３１．４７３ ３．３－４．１ ３１．４７５ ３１．４１３３ ３１．４４８５±０．０３５２
２０ ２３．０２９７ ２７．３４３ ２６．１８５ ２７．９ ３．８－４．８ ２７．８７５５ ２７．８１５８ ２７．８４９４±０．０３３６
３０ ２０．４９８６ ２５．９６１ ２４．０９９ ２６．００１ ３．２－４．６ ２６．０４０５ ２５．９３３８ ２５．９８７９±０．０５４１
４０ １８．８８９１ ２４．９４４ ２２．９ ２４．４１５ ２．１－３．２ ２５．３１８８ ２４．８１４８ ２５．１１４９±０．３００２
５０ １７．７５７５ ２４．２２６ ２２．２３９ ２３．１４４ ４．１－５．９ ２４．８２３ ２４．４６２７ ２４．５７６５±０．２４６５

表１说明本文算法去噪的性能指标也比较好．除
Ｌｅｎａ在σ＝１０、Ｐｅｐｐｅｒｓ在σ＝２０时，经典 ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ的
ＰＳＮＲ高于本文算法外，其它情形都是本文算法的最大
ＰＳＮＲ都高于其它算法．这是由于本文算法结合了 ｂａｎ
ｄｅｌｅｔ变换和局部逐子块阈值二者优势的缘故：Ｂａｎｄｅｌｅｔ
变换能保证对图像边缘的最优逼近，逐子块阈值能充

分利用图像的局部统计信息保证有效去噪．

６ 结论

通过把ｂａｎｄｅｌｅｔｓ子块系数建模为 ＧＧＤ，在 Ｂａｙｅｓｉａｎ
框架下提出了 ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域逐子块阈值去噪算法．该算
法用ｂａｎｄｅｌｅｔ变换保证对图像边缘的最优逼近，用逐子
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块局部阈值保证有效去噪．实验结果表明，所提算法的
视觉效果和评价指标都好于经典的 ＢａｙｅｓＳｈｒｉｎｋ等去噪
算法．对一幅含噪图像，本文算法对其 ｂａｎｄｅｌｅｔｓ域的所
有子块共用一个相同的参数 ｒ，这个参数 ｒ对大多数子
块是最优的，但并非对所有子块都是最优的．如何对每
个子块自适应地选择出最优的 ｒ，进一步提高去噪的效
果，是下一步的研究方向．
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